Notas para un primer curso de cálculo en la carrera de matemáticas by Asmar Charris, Iván Francisco
- 84 -
CAIPIIIiUllL© mili 
siiMffiGLOs %umAj<am\<a Y BE VAILOIS ABsoiLyío 
INTRODUCCIÓN 
EJ objet ivo del presente capítulo es introducir unos símbolos, llamados sumotorio 
y de valor absoluto, estudiar sus propiedades y oprender su manejo. 
Estos símbolos son de uso frecuente en muchos temas de cá lcu lo, es así como 
el símbolo sumotorio se usa poro escribir sumas finitas e infinitas en formo abre-
v iada, como unos ejemplos de apl icación tenemos: los seríes inf in i tas, la d e -
f in ic ión integral de Riemonn, el binomio de Newton; el síirbolo de valor abso-
luto nos sirve poro dar uno def in ic ión de distancia entre puntos de lo recta real 
o eje numérico y esto nos fac i l i t a lo escritura del concepto de l ímite y el ma -
nejo de olgunas de sus propiedades, pues este concepto es'ó def in ido en té rm i -
nos de distancias. 
Debido o su gran uso, estos símbolos son introducidos aquí a .manera de un c a -
pí tu lo , pues merecen un estudio deta l lado. 
EL SÍMBOLO SUMATORIO 
Existe un símbolo que permite escribir sumas en forma obrevlodo, este símbolo 
se denomina "símbolo sumotorio" y se denota 2 qi^e se lee " sigmo " 
Cuando sedesea formor lo sumo de ciertos números reales o i , 02, . . . a , u t i l i -
zando el símbolo sumotorio escribimos v m ~ n,-i-nn -i- + n 
, ¿', k Oj-r 0 2 -t . . . -t- Op . 
k = l 
y se lee " Suma de OK desde 1 hasta n " . 
Si lo sumo es in f in i to , es decir O] + a2.. .+ a + . . . , escribimos abreviodomente 
en lo formo T °k ' Y ^^ '®® " suma de a|^  desde 1 hasta in f in i to •' 
Los números que aparecen encima y debajo del símbolo I indican el re -
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rrido de lo letra k ( debe tenerse en euenta que el recorrido de lo letra k 
es solo entre los números naturales comprendidos entre 1 y n ). 
La letra k se denomina índice de lo sumo y el término Or, se llama término 
general de lo suma. 
Es cloro que la letra k puede ser sustituida por otro letra cualquiera . 
Ejemplos . -
^ a|^  = a^ + 02 + 03 + o^ + a^ + o, + a-, 
k=l 
4 
I bj = b| + b2 + bg + b^ 
= 1 
n 
^ k2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + . . . + n 2 = ^ i2 = ^ ¡^ 
k= 1 ¡ = 1 j = 1 
Z i3 = i3 + 2^ + . . . + m"^  
i = l 
P 
I 2""'^ = 2"^ +2"^-^ + . . . +2'""P 
k=0 
D e f i n i c i ó n . -
1 
Se define ^ oi = o, 
k = l 
- 86 
P r o p i e d a d e s . 
1 ) Z ( a . + b. ) = Z o + Z b ^ ( P r o p i e d a d A d i t i v o ). 
k = l *" ^ k = \ ^ k = l 
2) n n 
Z coi = c £ Ol , e e R ( Propiedod Homogénea ) 
k= l k= l 
3) n 
Z ( Ol - c, . ) = o - OQ ( Propiedad Telescópica ) 
k= l 
Demostr . -
n 
1) Z ( «k + ^ ) " ( °1 + ^1 ) "^  ( °2 "^  °2 > ^ - " ^ ( °n "^  ^n ) 
k= l 
= ( Ol + 0 2 + . . . + a ) + ( b l + b2 +. . .+ b^ ) por propiedad asociativo de la 
sumo entre números reates. 
n n 
= Z o. + Z b. 
k= l ^ k= l 
n 
2 ) Zj COK = ca^ + eo j +. . . + ea^ = c ( o^ + 02 + . . . + 0 ^ ) , por propiedad 
k= l 
distr ibutivo del producto respecto a la sumo de números reales . 
n n 
Luego : Z CQK = C Z a|^ 
k = l k = l 
n 
3) Z ( o. - Ok_l ) = ( / l - ° ] . ) + ( ^2 " 9 l ) + ( °3 - °2 ^ "^  • • • 
k= l ^ 
+ ( o / , - a o ) + o . , ~ o / i ~ ° ~ ° n 
^ ^1-1 n-2 ' n ' n - l n O 
D e f i n i c i ó n . -
m+n n 
Definimos lo expresión Z Oj^  como Z OLJ-JV, • La def in ic ión es 
k=m k=0 
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razonable si se tíene en cuenta que : 
m+n 
kim °^ ^ Y "'"^^ " ' " ' " • '^ ' " " * ' ' ° ^ ^ " ^ ° ^ " ^ ' ' °1+^ ' ' ° 2+ ' " ' ' - - ' ' ' ° n - ^ 
= ¿ O °k+m ' "^  e ^ f i jo . 
Veamos ahora algunos ejemplos de aplicación del símbolo sumotorio : 
Ejemplo 1 . -
n 
E 1 = n . Lo sumo onterior se puede considerar como de la forma : 
k=l 
n 
Z a, , donde a,=l para todo k = 1, 2 , . . . n . 
k=l " 
n 
Como z OK = o, + a_ + a-3 + . . . + c 
k=l "^  ^ 2 3 
= 1 + 1 + 1 + . . . + l = n 
V » ^ . ^ m r.> 
n - veces 
Otro formo : l = k - ( k - l ) = a | ^ - o, _. , donde a, =k 
n n n 
Luego : j 1 = Z ( k - (k - 1))= Z (a . - o ) = a - a^, por pro-
k=l k=l k=l ' ' " ' 
piedad Telescópica . 
n 
Como Ol = k, entonces a = n y 0^= O, así que z 1 ~ " 
k=l 
Ejemplo 2 . -
n 
Z k = n ( n + l ) / 2 , n g N 
k=l 
n 
1 - Forma : Z k = l + 2 + 3 + . . . + n = S 
k=l 
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Como S = 1 + 2 + 3 + . . . + n = n + ( n - l ) + ( n - 2 ) + . . , + 2 + 1 , entonces 
2S = ( l + n ) + ( 2 + ( n - l ) ) + ( 3 + ( n - 2 ) ) + . . . + ( ( n - l ) + 2 ) + ( n + 1) 
= ( n + 1 ) + ( n + l ) + ( n + l ) + . , . + ( n + 1 ) + ( n + l ) 
, ^ — . 
n - sumandos 
= n ( n + l ) , de aquí entonces S = n ( n + 1 ) / 2 
2 ° Forma : k2 - ( k - 1 )^ = k^ - ( k2 - 2k + 1 ) = 2k - 1 
2 
Seo Ol = k , entonces : 
Z ( k 2 - ( k - l )2)= Z ( o - o , ) = Z ( 2 k - l ) = Z 2 k + Z (-1) 
k=l k=l k=l k=l k=l 
n n 
= 2 z k - Z l / por propiedad Homogéneo . 
k=l k=l 
= 2 n ( n + l ) / 2 - n , según ejemplos 1 y 2 ( 1 - forma ) 
= n2 
n 
Luego : z ( 2 k - l ) = ( 2 . 1 - 1 ) + ( 2 . 2 - 1 ) + , , , + ( 2 n - l ) 
k = l 
= 1 + 3 + . . . + ( 2 n - l ) = n^ (*) 
n 
De otro lado, si no suponemos conocido la fórmula Z k = n ( n + 1 ) / 2 , 
"~ k=l 
tenemos por propiedad telescópico que : 
j . ( 2 k - l ) = 2 {a^ - \ _ i ) = ° n " ^o " " " 0^ = " " / siendo o,^ o, = k2 
n n 2 9 
Entonces: 2 z k = z l + n = n + n'^  = n ( n + l ) , de aquí Z k = { l / 2 )n (n + 1 ) 
k=l k=l k=l 
Noto : Lo fórmula ( * ) corresponde o lo sumo de los n - primeros números 
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impares. 
Ejemplo 3 . -
Z k2 = n3/3 + n2/ 2 + n/b 
k=l 
Sabemos que k^ - ( k - l f^ = \ ^ - { \ ^ - 3k2 + 3k - 1) = 3k2 - 3k + 1 
Haciendo O]^  = k^, tenemos que : 
Z (k3 - ( k - l )3 ) = o -a„= n^ - 0^ = n^ 
k=l " 
n - í ^ o n n n 
De otro lodo Z ( k"^  - (k - l )^^ ) = Z ( 3k2 - 3k + 1 ) = 3 Z k^ - 3 Z k + Z 1 
k=l k=l k=l k=1 k=l 
" " " o 3 
Pero: Z k, Z 1 y Z (k - ( k- l )'' ) son conocidos, así que : 
k=l k=l k=l 
3 j k^ = Z (k3- ( V A f ) + 3 Z k - Z 1 = n ' * + 3 n ( n + l ) / 2 - n 
k - l k=l k=l k=l 
= n^ + 3n2/2 + n 72, de donde 
Z k^ = 1^ + 2 ^ + . . . + n^ = x?/Z + n2/2 + n/6 
k=l 
Procediendo de manera o.iálogo, como se procedió en tos ejemplos 1) , 2) y 3) 
se pueden deducir formules generales poro n por ejemplo. : 
Z kP , p € N , 
k=l 
n 
j k^ = ^4/4 + ^3/2 + n2/4 
k=l 
Ejemplo 4 . -
" k b 
Mostror que S Í X T ^ I , Z X = ( 1 - x"^" / ( l - x 3 • En efecto : 
k=0 
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Haciendo a|^ = x y definiendo x = 1 , lo r jmo anterior puede ser deducido 
como sigue : 
Z ( x ' ' • ^ ^ - x ^ = ( x ^ ^ - x ^ + Z ( x ' ^ - ' ^ - x " < ) = ( x - l ) + Z ( a . - a . _ , ) 
k=0 k= l k= l •" "^  " 
= ( x -1 ) + o ^ - ao= ( X- 1) + X ' - X 
n . . n 
Luego Z (x'^'^'^-x' ') = x""*"^ - 1 . De otro lado : Z ( x * " ^ ' - x ' ^ ) = Z x ' ^+ l - Z x ' ' 
k=0 k=0 k=0 k=0 
" k+1 " k " k " k_ . .X " k 
pero Z x - Z x = x Z x - Z x - ( x - l ) Z x 
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 
n " L 
En total ( x - 1 ) Z x"^ = x""^' - 1 , osí que Z x"" = / x " + ^ - l ) / ( x - í ) , si x / = 1, 
k=0 k=0 
n 
p e r o ( x " " ^ ^ - l ) / ^ - l ) = ( l - x ' ^ + - ) / ( l - x ) , de donde Z xl^ = ( l - x " " ^ V ( ^ ' ^ ) / s í x f t l . 
k=0 
Procediendo de otro fo rmo, podemos obtener el mismo resultado anterior : 
n . 
Sea S = ^ X = xO+ x + x2 + . . . + x " = 1 + x + x2 + , . . + x^"', entonces 
k=0 
xS = X ( 1 + x + x 2 + . . . + x " ) = x + x2 + x3 + . . , + x " + x""*"^ , así que : 
S-xS = 1-x" , y por tanto ( 1-x ) S = 1 - x " , de donde : 
n , 
S = Z x ' ' = ( l - x " " ^ ' ) / C - x ) s í X T ^ l , 
k=0 
" k C u á l es lo suma Z x , cuando x = 1 ? 
k=0 
n n n n 
Si X = 1 , tendriomos Z x ' * = Z l k = Z 1 = 1 ° + Z l = l + n 
k=0 k=0 k=0 k= l 
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Ejemplo 5 . -
2n 
Demostrar por inducción que la sumo Z ( - l )^ (2k+ 1) es proporcional o n 
k=l 
y hollar lo constante de proporcionalidad . 
i ) Si n = l , 
2n 2 
I ( - l ) ^2k+ l )= Z (-l)'^(2k + l ) = ( - l ) ' ( 2 . 1 + l ) + ( 2 . 2 + 1 ) 
k=l k=l 
=-3 + 5 = 2 = 2.1 = 2.n 
^ " k 
Luego si n=l Z (-1) (2k+ 1) es proporcional a n y lo constante de proporciona-
' k=l 
iidod es 2 . 
i i ) Supongamos que E (-l)'*(2k + 1) es proporcional a p, y veamos que 
k=l 
2(P+T) 
Z (~l)^(2k + 1) es proporcional a p+1. Por inducción se concluye, 
k=l 
2p 2(p+l) 
Supongamos entonces que Z (-1) (2k + 1) = 2p y veamos que Z (-l)^(2k+l)= 
k=l k=l 
= 2(p+l) 
Z (-l)'<(2k + l ) = z (-l)l<(2k + l ) + ( - l )2P+^(2(2p+l )+ l>- ( - l?P ' ' ^^2(2(p+ l ) )H) 
k=l k=l 
= Z: (- l) '<(2k+l)+(-írp-3) + (^p + 5 ) 
k=l 
= 2p + 2 
= 2( p + 1 ) 
Luego 2(p+l) , 
Z (~w(2k+ l ) es proporcional o p + 1, con constante de proporcionalidad 
k=l 
- 92 -
igual o 2 . 
El ejercicio también se puede mirar de lo siguiente formo : 
Z (-l)l '(2k + l ) = z ( ( - l ) 4 k + ( -1 ) ' ' 1 )=2 z " ( - l ) ' ' k - z" (-1)'' 
k=l k=l k=l k=l 
= 2 (-1 + 2 - 3 + 4 T . . + (-1)^" 2n) + (-1 + 1 - 1 + 1 ..+(-1 f " " V ( - l j 2 n ) 
= 2 ( - ( l + 3 + 5 + . . . + 2 n - l ) + ( 2 + 4 + 6+ . . .+2n ) ) 
= -2( 1 + 3 + 5 + . . . + 2 n - l ) + 4 ( 1 + 2 + 3 +.. ,+n ) 
n n 
=-2 Z (2k-l) + 4 r k 
k=l k=l 
= -2n2 + 4 n(n + l ) / 2 
= - 2 ^ + 2 / 2 +2n 
2n 2n 
Luego Z (- l)k (2k + 1 ) = 2n, e .d . Z (-1 )k(2k + 1) es proporciona! o n y la 
k=l k=l 
constante de proporcionalidad es 2 . 
Ejemplo 6 . -
n 
Inducir y demostrar uno regla general que simplifique lo suma z l / k ( k + l ) 
k=l 
n 
Solución : Consideremos lo siguiente sumo : Z ( 1 / ( k + 1) - 1 / k ) 
k=l 
Z ( l / ( k + l ) - 1/k ) = Z ( k - ( k + l ) / k ( k + l ) ) = Z - l / k ( k + l ) 
k=l k=l k=l 
= - Z 1 / k ( k + 1 ) 
k=l 
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n n 
Así que : Z 1 / k (k + 1) = - Z ( 1 / ( k + 1 ) - 1/k ) 
k=l k=l 
n 
Ahora haciendo Oi = 1 / ( k + 1,^  entonces Z ( 1 / ( k + 1)- 1 / k ) 
k=l 
n 
= Z (Oj^-ai^,^) = o^ - a „ , pero 
k=l 
% = V ( n + l ) y a,= 1 / ( 0 + 1 ) = 1 
Luego : n 
Z l / k ( k + l ) = - ( l / ( n + l ) - 1 ) = - ( 1 - n - l / ( n + l ) = n / ( n + l ) 
k=l 
n 
En totai : Z l / k ( k + l ) = r/(h + 1) lo demostración de que esto fórmula es 
k=l 
válido para todo entero positivo n se dejo o! lector . 
LA FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON . 
D e f i n i c i ó n . -
Sea n un entero positivo, se define lo expresión n .' , que se lee " n factorial" 
o " factorial de n " , como el producto de todos los enteros positivos sucesivos de 
l a n ; esto es : 
n .' = 1 . 2 . 3 . . . . (n-1). n 
Puesto que interesa lo expresión O .' convenimos en que Ol' = 1 . 
D e f i n i ó ion . -
Si O ^  k ¿ n, k,n e Z , se define el " coeficiente binomial " o de Newton, 
notado , " \ , que se lee " n combinado k " , por : 
V k ' 
( " ) = n .' / ( k .' ( n-k ).' )= n (n-1) . . , (n-k + 1 )(n-k) .' / k ,' ( n-k) .' 
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= n (n -1 ) . . , (n -k + 1 ) / k .' 
Si k = O, n, ( ¡ ; ) = 1 , es decir, (Q) - ( J = 1 
Si k = 1, n - 1 , (|^  ) = n , es decir (^ ) = { ^ ^ ) = n 
Tenemos ohoro, lo siguiente propiedad del coeficiente binomial : 
Si k es un entero positivo f i jo se verifica la siguiente fórmula : 
En efecto :(¡^) + ( ^"^ ) = n(n-l ), . . (n -k+2) (n-k+ l ) / k.' + n (n - l ) . . . (n -k+2) / ( k - l ) .' 
= n (n - l ) . . . ( n - k+2 ) (n -k+ l ) / k , ' + n (n - l ) . . .(n-k+2 ) k / ( k - l ) ,' k 
= n(n- l ) . . . (n-k+2) (n-^+l+^V^'. H:-'CBndocomún denominador 
= n(n- l ) . . . (n -k+2) (n+ l ) /k l 
= (n+1) n (n -1 ) . . . (n-k+2 ) / k . ' 
- f ""^^ 1 
- í k ' 
Luego ( k ) + ( i^^l ) =" ( "k ^ 
La relación anterior da lugar o lo siguiente configuración conocido con el nombre 
de " Triángulo de Poscol " : Todo número que no esté sobre uno de los la -
dos del triángulo es lo sumo de los dos números que tiene encimo . 
^ ^ K > n=l 
^ 1 ^ 2 .K^ •n^^ 
p ^ V 3 3 1^  »n=3 
^V A 6 4 N ^ •n=4 
^ r 5 10 10 5 ^ 1 ^ *n=5 
m< r 6 15 20 15 6 "1 • n=6 
- 9= ^ 
El coef ic iente binomial ( T ) es el número ( k + 1 )-ésimo de lo f i l a n . 
Obsérvese que todos los números del tr iángulo de Pasco! son números noturoies; 
demostraremos por inducción que ( jJ ) es siempre un número natural ( U t i l i za re -
mos el tercer método de demostración por inducción ) . 
Sea nfKG 77" f i j o . Supongamos que ( P ) es un número natural pora todo p < m 
y veamos que ( K ) es un número natural . 
Como p < m y O ^ k ^ p , entonces O ^  k < m 
Por la propiedad demostrada antes, sabemos que : 
m m-1 ^ ^ m-1 , 
< k ' = ( k - l > " < k ) 
_ i m—1 
Como m-1 < m y k - l < k, entonces ( , , ) G N y ( ) e N , por 
-1 1 . r^ . , . > . ,.. , . rn-1 m íiipótesis de inducción ( ( , . ) es el número k-ésímo de lo f i l o m-1 y ( , ) 
es el número ( k+1 ) ésimo de lo f i l a m - 1 , luego aparecen en el tr iángulo de 
Pascal por incimo de lo f i lo m ) . 
m-1 
Obsérvese que ( i ) t iene sentido, pues como k < : m, entonces k Í$: 
Luego : ( ^ = ( j ^ ' ' ^ + ( "^ 'M € N 
m - I 
Restaría probar que ( i ) € N poro el coso k = m , pues este caso JTO está i n -
c lu ido en e l yo observado, yo que paro hablar de ( " ] ' ) es necesario que 
k é m-1 , e . d . k < m. 
Supongamos pues k = m, entonces ( I ) = ( „ ) = 1 G I N 1 . Luego en cualquier 
caso ( k ) ^ N , y así concluimos que ( i ) € N poro todo número natural n . 
Noto : 
Obsérvese el método de demostración en el tr iangulo de Pascal. 
Tenemos ahora sí , lo fórmula dei binomio de Newton . 
(a-fb)" = a " + ( í ) a " - V ( 5 ) a " - V + . „ + ( U ) o"- '<bk+.. .+( ^ n, ) a b ^ ' V b " . 
Lo anterior fórmula escrita en formo abreviada ut i l izando el símbolo sumalorio es: 
( o +b ) " = Z ( " )a""*'b'^ 
k=0 
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Se ve fácilmente que el segundo miembro de la igualdad es una sumo de n+1 
términos, el primero es o" y el último b" , ya que ( n ) " ( n ) ~ 1 * 
Veamos lo demostración de esto fórmula por inducción : 
Si n= l , (a-43)^=a-fb=aV(J ) a^"^b= o+l .1 .b= a-fb=Z ( J ) o^"^^ b*" 
k=0 " 
i) 
i i ) Supongamos que lo fórmula es válida paro n y veomos que entonces lo es 
poro n + 1 . 
(a-tb)"'^^= (a-tb)(a-}b)"= a{a-^bf + b(a+b)" 
/ n j / " \_f^~l L • / n \ " "2 , 2 , ,/ n . , n-1 . n 
= a (a"+ { •\ p b+ ( 2 ) a b + . . .+ ( _^) ob -fb ) + 
+ b ( o + l , ) o b + ( 2 ) a b + . . , + ( _-j )ab +b ) 
(a-tb) = a +( ^ )a b+ (2 ) a b + . . .+ ( f , - l ) « b + ab )a' b+ { -t P b 
n . n-2 ,3 , / n \ i " , L ri+1 
+ ( 2 ) 0 b'^+...+ (^_^ )ab + b 
n-1, 2 . . . n . , n X . n,, n+1 
= a " - ' ^ ( í ) a " b + a " b + ( ( " ) + ( ¡ ) ) a " b 2 + . . . + o b " + ( ^ " , )ab"-H,' 
n + L / ""^^ \ n, ^ , " + K " - V 2 ^ .^/n+1 \ un. L H + I 
= a + ( . ) a b + ( 2 ) ° D + ' « « + ( n ) ° ° + ^ 
n+1 n+1 . n+l-k . k 
k=0 ^ 
Luego lo fórmula es válido paro n + 1, y así por el primer método de demostra-
ción por inducción se concluye que la fórmula es válida pora todo n C Z^ • 
Ejercicio . -
Demostrar que : 
^ ( k ) = ( S ) * < í ' ^ -
k=0 
.+ („-. ) M ^ = \ 
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n I 
i i ) Z (-1) ( k ) = ( O ) - í 1 )•*••••- ( n ) = ° 
k=0 
DESIGUALDAD DE SCHWARZ . 
Aplicando inducción matemático demostraremos lo siguiente desigualdod, conoci-
da con el nombre de desigualdad de Schworz : 
2 2 2 2 2 2 2 
( > \^Y] + X2y2 + . . . + x^y^^ f ^ ( X] + X2 + . . . + x^ )( y^ + y2 •^ - • •+ / „ ) 
que escrito abreviadamente es : 
n n n <7 n « 
( Z X. y. ) ^ ( Z X. ) ( Z y. ), x ¡ , y . e R, i = l , 2 , . . . , n 
i= l ¡=1 i= l ' 
Demostr. 
i ) Si n= l , es cloro que ( x . y , f ^ x. y7 . 
i i ) SupD.-'ijrin c>> que la desigualdod es válida paro n y veamos que !o es paro 
n + 1 . 
( x^y^ + X2y2 + . . . + x^ y^ + i^„+^Y„+] 1 = { { ^ ]Y] + ^ Y 2 +• • -^x^ yn) "^  
2 
"^  í ^n+1 yn+1 \ ^ ^^^ ®^  ' ^ " ° ' ° ' 
(x i y ] + . . . + x „ y „ j 2 + 2 ( x i y ^ + . . . + x „ y^ ) ( x „+ l yn+1) + ^ + 1 7^+1 
Como 2ab¿ o^ + b , pues a2+b2-2ab = ( a- h) ^ O, tornando en el 
papel de o = X|^y^+| y b = x^^^ y|^, tenemos : 
^ 2xkyn+l x^+l yk í : Z ( x^ yJ+T + x2^^ y^ ) es decir , 
•<»1 k= l 
2xn+l yp+l . \ ""k V k ^ yn+1 . ^ / k + ^ + 1 .^ ^k ' " ^ ° ^ ' ' 
k=l k=l k=l 
2 ( x i y ^+X2y2+ . . . +Xny „ ) x „+ i y „+ l ^ (x^+X2+.. .+x2 )y2^^+(y2+.. .4y2)x^^ ^ ^ 
y entonces; 
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(x^y^ + . . , + x^yp+x^+^y^^i f ^ i>^]Y] + - ' ••^nYj, f+{x?+' • -"bí^) y^+1 
+ (y?+---+yn )>^n+l+Viyn+l 
2 2 2 2 2 2 2 
Por hipot. de Indue. ^ (x^ + . . .+x Xyi"^«'*'*y y^^] '^" ' '^n^Ki+] 
+ (y^...-»>;?)•x2^^+x2^ly2^l 
= (x^...4x2xyf +...+ >^ +y^ ^^ ) + (y .^..+^•^>^^-í )x .^n 
= ( í ^ + — + - V ^ + 1 X>T+—+ynf|) En total ; 
n+1 n+1 n+1 ^ 
( Z X y ) 2 ^ ( Z x ? ) ( Zy j ) 
¡=1 ' ' i=l i=l ' 
Entonces por el primer método de demostración por inducción concluímos que lo 
desigualdad es válido poro todo entero positivo n. 
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VALOR ABSOLUTO 
El hecho de que -a ^ O si o jg O, es la bose det concepto que vomos a intro-
ducir. 
D e f i n i c i ó n . -
Si x es un número real, se define et valor absoluto de x, que se noto I x l , 
de lo formo siguiente : 
( X si X ^ O, 
x l = V 
V -X si X .$ o. 
es decir , l x l = x si x ^ O y 1 x 1 = - x si x ^ O 
Observaciones . -
i ) I x I ^ O paro todo x e R, pues si x ^ O, I x I = x ^ O, y si x ^ O, 
entonces I x l = - x ^ O . 
i i ) - I X I < X ^ I X I, yo que si x ^ O, entonces x= I x ! y - I x 1= - x ^ O, 
as i que : - I x l = - x ^ O í x = I x I, lo que implico : 
- I X I ^ X ^  I x l . 
Si x ^ O, entonces - x > O, así que x . ^ O -5 - x = I x I, de donde : 
- I X 1= - ( - x ) = X :^ I X I, que implica : 
- I X I ^ X e I X I . 
Noto 
Si los números reales están representados geométricamente por la recto reol 
el número I x I determina lo distancio del número real x a l O de lo rec to . 
Si o > O y si un punto x está situado entre -o y o , entonces I x i está más 
próximo o O que o . 
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T e o r e m a . -
Si a ^ O, I X I 4 o si y solo si -o < x ^ o . 
Demostr.- i ) Supongamos que I x I ^ o y veamos que -o < x ^ o . 
Como I X I ¿ o , entonces-o ^ - I x I . De la observación i i ) 
anter ior, sabemos que - I x I ^ x ^ I x l , así que : 
-a . í - I X I ^ X ^ I X I ^ o , lo que implica : - a .^ x ^ o . 
i i ) Supongamos ahora que -o í x < o y veomos que i x l ^ o . 
Como -o ^ X .5 a es equivalente a -a ^ - x : ^ a, entonces : 
Si x ^ O, I X I = X, as i que -a < x = I x I i$ o , que impl ica, en part icular 
I x I ^ o . 
Si X ^ O, I x l = -x , así que -o .^ - x = I x I ^ o , que implico t x I .^ o . 
Luego en cualquier coso, si -a ^ x .^ o , entonces I x i ^ a . 
El signif icado geométrico del teorema es el que se muestra en lo f igura : 
I X I ^ o pora todo x € [-a, o^ 
«XXXX)0<)(XX)OCXXXXXXX»!XXXXXXXXXHXXXXHXXiK« 
-a o a 
El siguiente es un resultado importante conocido eon el nonitre de desigualdad 
tr iangular , 
T e o r e m a . -
P o r o x , y n ú m e r o s reates cualesquiera se tiene : 
l x + y | . $ l x l + l y l ( Desigualdad Triangular ) 
Demostr.- Como - I x I ^ x 4 I x I \ 
y > entonces: - I x l - l y I í x+y ^ I x l + l y I , 
- l y I ^ y ¿ I y t í 
pero por el teorema anter ior, esto úl t imo es equivalente o: I x+y I -^ I x l + I y I 
Por inducción matemático se puede extender la desigualdad triangular como sigue: 
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T e o r e m a . -
Si o , , 02, . . . o son números reales cualesquiera : 
n n 
P(n) : I Z a. I ^ Z I o. I 
k= l k= l ^ 
1 1 
Demostr.- i ) P ( l ) es c ier ta , pues | Z «k ' ~ ' °1 ' y ^ l°k ' ~ ' °1 '/ luego 
k= l k=l 
1 1 
se t iene I Z a. I ^ Z I o. I 
k=l k=l 
P(2) es cierta por e l teorema anterior . 
i i ) Supongamos que la proposición es cierta poro p 6 Z f i j o , y v e o -
mos que lo proposición es cierto poro p + 1 , es decir supongomos que : 
, P , P , , I P"^ ^ I P '^S ! 
I Z «k ' ^ Z I °L ' y veamos que | Z OL I ^ Z i Qi. i 
k=l k=l k=l k=l 
p+1 p p p 
I z 0,^1= l,í;Ok + V l ' f ' / °kl + l v i * f , ^ ^ ° k ' + Í V i ' 
k=l k=l ^ k=l \ k = l ^ 
Pues P(2) es cierta Por h ipót . de inducción 
P P+1 
Pero Z I Ok I + I OQ+1 I = ^ ' ° k ' ' ^ "^^  *^"® hemos demostrado que : 
k=l ^ k=l 
p+1 p+1 
I Z o j ^ Z la^l 
k=l k=l 
Por el primer método de demostración por inducción concluimos que la proposición 
P(n) es cierta poro todo n 6 Z^ . 
Tenemos ahora los siguientes propiedades del valor obsoluto . 
UNIVERSIDAD N.AQONAL 
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ProoisdaJ 1 . -
1 x 1 = 0 si y solo si X = O . 
Demostr. i ) Supongamos que I x I = O y veamos que x = 0 . En efecto, como 
l x l = 0 y - I x l é x ^ I x l , entonces - 0 4 x ^ 0 , es decir, 
0 ^ x 4 O, osí que x = O . 
i i ) Si X = O, por def in ic ión de valor obsoluto, entonces 1 x 1 = 0 . 
Propiedad 2 . -
I X I = I - X I . 
Demostr. Si x ^ O, entonces - x < O , osí que I x I = x = - ( - x ) = I - x I, luego 
I x 1= l-x I . 
Si x ^ O, entonces - x ^ O, así que I x I = - x = l -x I, luego i x I = l -x L 
Luego en cualquier coso, I x I = l -x I . 
Propiedad 3 . -
I X - y I = I y - x I 
Demost. Se deja oí lector . 
Propiedad 4 . -
2 2 r f i 
I x l = X , de aquí 1 x 1 = ^ x 
Demostr. Si x :^ O, I x I = x , osí que I x 1^ = x . 
Si X ^ O, 1 x 1 = -X, osí que 1 x 1 = ( - x X - x ) = yC, 
Luego poro todo número real x , I x K = x2 ^ _ 
Por otro porte como 0 ^ I x | , entonces V i x |2 = | x I = v x 
Propiedad 5 . -
I x y I = I x M y I 
Demostr. Se dejo o I lector 
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Propiedad 6 . -
I x / y I = I X I / I y I siempre que y -¿= O . 
Demostr. Si y 7^ O, entonces x = x . y / y , así que Ix i= 1 xy/y I = l(>/y)y I , 
y por propiedad 5, l(V'y)*y I ~ ' V y I I y 1/ °s i que 1 x 1 = 1 >9/y I I y I, 
de donde I ;9^y l = ! x l / l y l si y / = 0 
Propiedad 7 . -
I x-y I ^ I X + y I . 
Demostr. Por lo desigualdad triangular, I x-y I = I x + (-y ) I ^ I x t + 1 -y 1 
= I X I + I y I , osí que I x-y I ^ I x I + I y I . 
Propiedad 8 . -
I X I - I y I ^ I x-y I . 
Demostr. 1 x 1 = Ix-y+y i = \ (x-y) + y \ ú. \ x-y I + I y I, así que I x I - I y I ^ I x-y I 
Propiedad 9 . -
I I x l - i y i k I x - y I . 
Demostr, Demostrar que 11 x l-l y I I ^ I x - y I es equivalente o demostrar que 
- I x-y \ ú I X I- I y I ¿ I x-y I, por un teoremo anterior; pero por lo 
propiedad 8, sabemos que I x I- I y I ^ I x-y I, luego solo resto probor que 
- I x -y 1.^ I X I - I y 1 . 
I y I = I y-x+x 1 = I (y-x )+ x I i I y-x 1 + 1 x 1 = 1 x-yh- 1x1 osí que:~l x-y I ^ I x l-l y I, 
que ero lo que se quería probar . 
Combinando las dos desigualdades anteriores , obtenemos : 
- I x-y I ^ I X I - I y I ^ I x-y I, lo que significa : 
11 X I - I y I I ^ I x-y I , 
Propiedad 10. -
S i o ^ O , I x l ^ o si y solo sí x ^ a ó x .^ -o . 
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El signif icado geométrico de esto propiedad es que si representamos los números 
reales en uno recta y sí o ^ O, si un punto x está situado o lo derecha de o o a 
la izquierda de - o , entonces o está más próximo a O que I x I, y recíprocamen-
t e . , 
I X I ^ o poro todo X ¿ ( - co^ -o^U l la ,+ a>) 
Demostr. Se deja a l lector . 
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EJEKC líenos 
(02) 
(as) 
(04) 
(05) 
(°6) 
(07) 
(%) 
(09) 
1 x-1 l < 3 
1 3-2x 1 <: 1 
1 1 + 2 x 1 ^ 1 
1 x-1 1 > 2 
l x + 2 1 ^ 5 
15-x-^ l < 1 
1 x-5 l < 1 X + 1 1 
1 x2-2 1 ^ 1 
(b j ) 
(bs) 
(b4) 
(bs) 
h^ 
i^) 
(bg) 
(b9) 
1 , Codo desigualdad (a¡) , de tas escritas o continuación, equivale exacta-
mente o uno desigualdad ( b¡ ). Por ejemplo 1 x I •< 3 es equivalente o 
-3 < X < 3, así que ( a^ ) es equivalente a ( b2 ). Determinar todos los 
pares equivalentes : 
(o^) \ x \ < 3 (b^) 4 < x < 6 
-3 < X < 3 
X > 3 ó X < -1 
x > 2 
-2<í x < 4 
- V T < X ^  -1 ó 1 ^ x^á.Vs' 
1 < x < 2 
X ^ -7 ó X 3t 3 
1/6 < X < 1/4 
(O^Q) x < x 2 - l 2 < 4 x (b^Q) - l ^ r X ^ O 
Solución : ( a ] ) - 4 = ^ b 2 ) (< > : es eauivo lente ) 
(02) I x-1 \ < 3<-" >-3 < X - 1 < 3 <=—>-2< x < 4 , según teorema anterior-
Luego (02) es equivalente a (bs) . 
(03) l3 -2x | < 1 4=^> - 1 < 3 - 2 x < 1 ^ = ^ - 4 < - 2 x < - 2 < = ^ 2 < 2x<: 4, 
lo cual es equivalente a l < x < 2 . Así que ( o^) es equivalente o ( b7) 
(04) I 1 +2x 1 ^ 1 < = » - 1 ^ 1 +2x :$ 14=>-2< 2 x ^ 0 4 = ^ - \ ^ x ^ O , 
As í que ( o^ ) es equivalente o ( b._ ) . 
(oc) I X - 1 I > 2 ^ = ^ x-1 > 2 ó x-1 < -2 , según propiedad 10, pero esto 
últ imo es equivalente a x > 3 ó x < - l , por tonto ( Oc ) es equivalente 
a ( b 3 ) 
( o , ) I x+2 I ^ 5 4 = ^ x+2 ^ 5 ó X + 2 ^ - 5 , según propiedod 10, pero esto 
últ imo es equivalente o x ^ S ó x ^ - 7 , Luego ( o, ) es equivalente a (bg). 
( ay) I 5-x~^ | < 1 4=> -1 < 5-x"^ < \4=¥ - 6 < - x ' U -4 4=^4 < x"W 6, y 
por propiedad de los números reales, esto último es equivalente o l / 6 < x < 1/4. 
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(a-jf^) x < x2-12 < 4x . Pora encontror lo solución de esta doble desigual-
dad, consideramos por seporodo los desigualdades o) x < x^-12 y b) 
x2 -12< 4x . 
a) x < x 2 - l 2 4 : ^ O < x2-x-12 <-» O < (x-4)(x+3) . 
Por propiedad anterior, ( x-4)(x+3) > O ^ ^ (x-4) > O y x+3 > 0) ó 
( x - 4 ^ O y x+3 < O ) . lo cual es equivalente a (>• > 4 y x > - 3 ) ó 
( x < 4,y,x<-3), que es equivalente o x > 4 ó x < -3 . 
b) x - 1 2 < 4x4=^x^ -4x-12< O 4=> (x-6)(x+2)-<. O, que, nuevamente, por 
propiedad anterior es equivalente o: (x-6 < O y x+2 > 0) ó ( x -6>0 y x+2 < 0), 
que es equivalente a ( x ^ 6 y x > - 2 ) ó ( x > 6 y x < -2)4=^-2 < x < 6 . 
En total lo doble desigualdad x < x2 - 1 2 ^ 4x es equivalente o ( x > 4 ó x < - 3 ) 
y -2 < X < 6, que es equivalente a 4 < x < 6. 
t 
Ver la siguiente ilustración gráfico de ios soluciones de o) y b) . 
XXXXXXXX>»0<XXXX; (?0fXXXXXXX»tXxfcxXXXXXXX><X»et?tW^iK»iK8W!BilW^^ 
La solución de lo desigualdod x<x^ -12< 4x es lo doble rayodo . 
(OIQ) es por tanto equivalente a ( b i ) . 
2 . - Decidir si code uno de las siguientes afirmaciones es cierta o folso. En 
codo coso, razonor lo decisión . 
a) x •< 5 implica I x I < 5. 
Falso, pues-20< 5 sinemborgo I -20 t = 2 0 - ^ 5 
b) I x-5 K 2 implica 3 ^ x < 7 . 
\ x - 5 \ < 2 < í ^ ' 2 < x - 5 < 24f^ 3 < x - < 7 . Como I x-5 I < 2 es equiva-
lente o 3 < X < 7, en particular t x-5 t < 2 implico 3 < x < 7, 
Asi que lo afirmación es cierta. 
c) I l+3x 1 ^ 1 implica x ^ - 2 / 3 . 
I l+Sx l ^ l " < - * - l ^ l + 3 x ^ l 4 = ^ - 2 ^ 3 x « 0 4 - > -2 /3 ^ x « 0. 
Luego : I l+3x I ^ 1 es equivalente o -2/3 ^ x ^ O lo cual es equi-
valente o -2/3 i X y X ^ O, lo cual, en particular implica 
-2/3 ^ X. Luego lo afirmación es cierta . 
. I 
